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บทคัดย่อ 

วัตถุประสงค์และที่มา : เพ่ือหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ 2( 3 )x yt t k z+ + =  โดยที่ , ,x y z  และ k  เป็น
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ t  เป็นจ านวนเต็มบวกที่อยู่ในรูป 3 1n+  ส าหรบั n  ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 

วิธีด าเนินการวิจัย : ใชก้ารพิสจูนโ์ดยขอ้ขดัแยง้และสมบตัิของสมภาคเพ่ือหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน ์

ผลการวิจัย : สมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 3 )x yt t k z+ + =  ไม่มีผลเฉลย 

สรุปผลการวิจัย : สมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 3 )x yt t k z+ + =  โดยท่ี t  เป็นจ านวนเต็มบวกที่อยู่ในรูป 3 1n+  เม่ือ n  เป็น
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ไม่มีผลเฉลยส าหรบั , ,k x y  และ z  ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
ค าส าคัญ  :  สมการไดโอแฟนไทน ์; ผลเฉลยที่เป็นจ านวนเต็ม ; จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
 

Abstract 
Background and Objectives :  to find the solution to the Diophantine equation 2( 3 )x yt t k z+ + =  where 

, ,k x y  and z  are non-negative integers, and t  is a positive integer, which is in the form 3 1n+  for some non-
negative integer n . 
Methodology :  proving by contradiction and various properties related to the congruent in order to find the 
Diophantine equation’s solutions.  
Main Results : the Diophantine equation 2( 3 )x yt t k z+ + =  has no any solution. 
Conclusions  :  the Diophantine equation 2( 3 )x yt t k z+ + =  where t  is a positive integer, which is in the form 
3 1n+  for some non-negative integer n , has no any solution for , ,k x y  and z  are non-negative integers. 
Keywords :  Diophantine equation ; integer solution ; non-negative integer 
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บทน า   
สมการไดโอแฟนไทน ์คือ สมการที่มีตัวแปรไม่ทราบค่าตั้งแต่หนึ่งตัวขึน้ไปและมีผลเฉลยเป็นจ านวนเต็มที่ ไม่เป็นลบ 

สมการไดโอแฟนไทนเ์ป็นสมการที่มีบทบาทส าคญัในการแก้ไขปัญหาทางดา้นคณิตศาสตรร์วมถึงมีการประยกุตใ์ชใ้นศาสตร์

ต่าง ๆ มากมาย  ในหลายปีที่ผ่านมา มีนักคณิตศาสตรห์ลายท่านไดศ้ึกษาเกี่ยวกับผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์ ในรูป            

ต่าง ๆ อาทิเช่น ในปี 2012 Chotchaisthit (2012) ไดศ้ึกษาสมการไดโอแฟนไทน ์ 24x yp z+ =  เม่ือ ,x y  และ z  เป็น
จ านวนเต็มที่ ไม่เป็นลบและ p  เป็นจ านวนเฉพาะใด ๆ  เขาพบว่าผลเฉลยทั้งหมดของสมการไดโอแฟนไทน์นี ้คือ  

     1( , , , ) (2,3,2,5) ( , 2 1,1,2 1) : {0} ( ,2,2 3,3 2 ) : {0}r r rx p y z r r r r r+  + +    +     อี ก 

5 ปีต่อมา Asthana และ Singh (Asthana & Singh, 2017) ไดศ้ึกษาสมการไดโอแฟนไทน ์ 23 13x y z+ =  เม่ือ ,x y  และ 

z  เป็นจ านวนเต็มที่ ไม่เป็นลบ และพบว่าสมการไดโอแฟนไทน์นี ้มี 4  ผลเฉลย คือ ( , , ) (1,0,2),x y z = (1,1,4),  

(3,2,14)  และ (5,1,16)  ต่อมาในปี 2018 Burshtein (2018) ไดศ้ึกษาสมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 6)x yp p z+ + =  เม่ือ 

,  6p p+  เป็นจ านวนเฉพาะ และ , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มบวกโดยท่ี 2,3,4x y+ =  ซึ่งไดผ้ลลพัธด์งันี ้กรณีที่ 1 : ส าหรบั

จ านวนเฉพาะ p  หนึ่งหม่ืนจ านวนแรก และ 1x y= =  สมการไดโอแฟนไทนมี์ผลเฉลยทัง้หมด 7  ผลเฉลย  กรณีที่ 2 : เม่ือ 

2x =  และ 1y =  สมการไดโอแฟนไทนจ์ะมีเพียงผลเฉลยเดียว และ กรณีที่ 3 : ส าหรบั x  และ y  ที่มีค่าอื่น ๆ สมการ 

ไดโอแฟนไทนไ์ม่มีผลเฉลย  ในปีเดียวกัน Oliveria (2018) พบว่าสมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 8)x yp p z+ + =  ไม่มีผลเฉลย 

ส าหรบั , ,x y z  ที่เป็นจ านวนเต็มบวกและ 3,  8p p +  เป็นจ านวนเฉพาะ ในขณะที่ Kumar และเพ่ือน ๆ (Kumar et al., 

2019) พบว่าสมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 12)x yp p z+ + =  ไม่มีผลเฉลย ส าหรบั , ,x y z  ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ
6 1,  12p n p= + +  เป็นจ านวนเฉพาะ ส าหรบั n  ที่เป็นจ านวนเต็มบวก 

จากงานวิจยัที่กล่าวมาขา้งตน้ ส่วนใหญ่จะเป็นการศึกษาสมการไดโอแฟนไทนท์ี่อยู่ในรูป 2( 2 )x yp p m z+ + =  

เม่ือ ,x y  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบและ ,  2p p m+  เป็นจ านวนเฉพาะ  ในงานวิจัยนีมี้จุดมุ่งหมายเพ่ือหาผล
เฉลยของสมการไดโอแฟนไทน์  2( 3 )x yt t k z+ + =  โดยที่ , ,k x y  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ และ t  เป็น
จ านวนเต็มบวกที่อยู่ในรูป 3 1n+  ส าหรบั n  ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
 
วิธีด าเนินการวิจัย   

ส าหรบัการหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 3 )x yt t k z+ + =  เราจะอาศยับทตัง้ต่อไปนี ้

บทต้ังที่ 1   ถา้ x  เป็นจ านวนเต็ม แลว้  2 0,1 (mod3)x   

พิสูจน์  เนื่องจากจ านวนเต็ม x  ใด ๆ เม่ือหารดว้ย 3  จะเกิดผลลัพธ์ได ้3  กรณี คือ หารลงตัว หรือ เหลือเศษ 1  หรือ เหลือ

เศษ 2  ดงันัน้ สามารถเขียน x  ใหอ้ยู่ในรูปใดรูปแบบหนึ่งต่อไปนี ้
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3 ,   3 1,   3 2x m x m x m= = + = +  

เม่ือ m  เป็นจ านวนเต็มบางจ านวน 

กรณีที ่1 : ถา้ 0 (mod3)x    จะได ้ ( ) ( )
22 23 3 3x m m= =  ดงันัน้ 2 0 (mod3)x   

กรณีที ่ 2 : ถา้ 1 (mod3)x    จะได ้ ( ) ( )
22 23 1 3 3 2 1x m m m= + = + +  ดงันัน้ 2 1 (mod3)x   

กรณีที ่3 : ถา้ 2 (mod3)x    จะได ้ ( ) ( )
22 23 2 3 3 4 1 1x m m m= + = + + +  ดงันัน้ 2 1 (mod3)x   

จากกรณีที่ 1,2  และ 3  สรุปไดว่้า ถา้ x  เป็นจ านวนเต็ม แลว้  2 0,1 (mod3)x   

บทต้ังที่ 2   ถ้า t  เป็นจ านวนเต็มบวกที่อยู่ในรูป 3 1n+ เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ แล้วสมการไดโอแฟนไทน์  

 21xt z+ =  ไม่มีผลเฉลย โดย x  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 

พิสูจน ์ สมมติให ้ ( , )x z  เป็นผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน ์

เนื่องจาก 3 1t n= +  จะไดว่้า 

           

2

       1 (mod3)

     1  (mod3)

1 1 1 (mod3)

     2 (mod3)

x x

x

t
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t

z
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+  +



 

เกิดขอ้ขดัแยง้กบับทตัง้ที่ 1   

ดงันัน้ สมการไดโอแฟนไทน ์ 21xt z+ =  ไม่มีผลเฉลย โดยท่ี x  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 

บทต้ังที่ 3   ถ้า t  เป็นจ านวนเต็มบวกท่ีอยู่ในรูป 3 1n+  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ แล้วสมการไดโอแฟนไทน ์ 

 21 ( 3 ) yt k z+ + =  ไม่มีผลเฉลย โดย ,k y  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 

พิสูจน ์ สมมติให ้ ( , )y z  เป็นผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน ์

เนื่องจาก 3 1t n= +  จะไดว่้า 
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เกิดขอ้ขดัแยง้กบับทตัง้ที่ 1 
ดงันัน้ สมการไดโอแฟนไทน ์ 21 ( 3 ) yt k z+ + =  ไม่มีผลเฉลย โดยท่ี ,k y  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 
 
ผลการวิจัย   
 ในหัวขอ้นี ้เราจะกล่าวถึงทฤษฎีบทหลักของงานวิจัยนี ้โดยอาศัยบทตั้งที่ 1- 3  มาช่วยในการพิสูจนเ์พ่ือหาผลเฉลย
ของสมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 3 )x yt t k z+ + =  โดยแบ่งการพิสจูนอ์อกเป็น 3 กรณี 
ทฤษฎีบทที่ 4   ส าหรบัจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ n  และ k  สมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 3 )x yt t k z+ + =  ไม่มีผลเฉลย เม่ือ 

3 1t n= +  และ , ,x y z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  

พิสูจน ์ เราจะแบ่งการพิสจูนอ์อกเป็น 3 กรณี ดงันี ้

กรณีที่ 1:  0x =  และ  0y   

แทน 0x =  ลงในสมการไดโอแฟนไทน ์จะได ้   

21 ( 3 ) yt k z+ + =          (1) 

โดยบทตัง้ที่ 3  จะไดว่้าสมการ (1) ไม่มีผลเฉลย โดยท่ี y  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 

กรณีที่ 2:  0y =  และ  0x   

แทน 0y =  ลงในสมการไดโอแฟนไทน ์จะได ้   

21xt z+ =            (2) 

โดยบทตัง้ที่ 2  จะไดว่้าสมการ (2) ไม่มีผลเฉลย โดยท่ี x  และ z  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ 

กรณีที่ 3:  1x   และ  1y   

เนื่องจาก 3 1t n= +  จะได ้   
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 1 (mod3)t        และ   3 1 (mod3)t k+    

และไดว่้า  1  (mod3)x xt      และ   ( )3 1  (mod3)
y yt k+    

ดงันัน้  ( )3 1 1 (mod 3)
yxt t k+ +  +  

นั่นคือ  2 2 (mod3)z   

ซึ่งเกิดการขดัแยง้กบับทตัง้ที่ 1 

จากกรณีที่ 1, 2 และ 3  สรุปไดว่้า สมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 3 )x yt t k z+ + =  ไม่มีผลเฉลย ส าหรบั ,x y  และ z  ที่เป็น
จ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
 
วิจารณผ์ลการวิจัย   
 จากการศึกษาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 3 )x yt t k z+ + =  ส าหรบั ,x y  และ z  ที่เป็นจ านวนเต็มที่
ไม่เป็นลบ นั้น สมการไดโอแฟนไทนท์ี่อยู่ในรูปนีเ้ป็นรูปแบบทั่วไปซึ่งมีทัง้ที่สอดคลอ้งสอดและที่ครอบคลุมรูปแบบของสมการ 
ไดโอแฟนไทนท์ี่นกัคณิตศาสตรท์่านอื่น ๆ เคยไดศ้ึกษามา อาทิเช่น 
 ในกรณี 3 1t n p= + =  เป็นจ านวนเฉพาะ และ 2k =  สมการไดโอแฟนไทน ์คือ 2( 6)x yp p z+ + =  ซึ่งเป็น

สมการที่ Burshtein (2018) ไดศ้ึกษา โดยในกรณีนี ้สมการไดโอแฟนไทนไ์ม่มีผลเฉลย อีกทั้ง Burshtein ไดศ้ึกษา p  ที่เป็น

จ านวนเฉพาะใด ๆ ซึ่งถ้า p  ไม่ได้อยู่ในรูป 3 1n+  สมการไดโอแฟนไทน์อาจจะมีผลเฉลยก็ได้ เช่น กรณี 5p =  เม่ือ 

1x y= =  จะได ้ 4z =  นั่นคือ ( , , ) (1,1,4)x y z =  เป็นผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน ์ 25 11x y z+ =  แต่อย่างไรก็

ตาม ในงานวิจยันีเ้ราไดแ้สดงว่า ส าหรบัจ านวนเต็ม 3 1t n= +  ซึ่งรวมทัง้กรณีที่เป็นจ านวนเฉพาะและไม่เป็นจ านวนเฉพาะ 

สมการไดโอแฟนไทน ์ 2( 3 )x yt t k z+ + =  ไม่มีผลเฉลย 

 ในกรณี 3 1t n p= + =  เป็นจ านวนเฉพาะ และ 4k =  สมการไดโอแฟนไทน ์คือ 2( 12)x yp p z+ + =  ซึ่งเป็น

สมการที่ Kumar et al. (2019) ไดศ้ึกษากรณีที่ 6 1p m= +  และ 12p+  เป็นจ านวนเฉพาะ โดยพบว่าสมการไดโอแฟน

ไทนไ์ม่มีผลเฉลย ซึ่งจะเห็นไดช้ดัเจนว่างานวิจยัของเราครอบคลมุงานของ Kumar 

 ในกรณี 3(1) 1 4t = + =  และ 3 4 3t k k p+ = + =  เป็นจ านวนเฉพาะ สมการไดโอแฟนไทน ์คือ 
24x yp z+ =  ซึ่งเป็นสมการที่ Chotchaisthit (2012) ได้ศึกษา ถ้า 4 3p k= +  เป็นจ านวนเฉพาะจะส่งผลให้สมการ 

ไดโอแฟนไทน ์ 24x yp z+ =  ไม่มีผลเฉลยซึ่งสอดคลอ้งกบัผลการศึกษาของ Chotchaisthit ทั้งนีเ้นื่องจากสมการไดโอแฟน

ไทนน์ีจ้ะมีผลเฉลยเม่ือ p  มีค่าเป็น 2  หรือ 3  หรือ 12 1r+ +  ส าหรบั {0}r   เท่านัน้ และเห็นไดช้ดัเจนว่า 4 3k+  
ไม่เท่ากบัสามค่านี ้ 
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ในงานวิจยันี ้ เราไดศ้ึกษาหาผลเฉลยของสมการไดโอแฟนไทน ์  2( 3 )x yt t k z+ + =  โดยท่ี t  เป็นจ านวนเต็มบวก

ที่อยู่ในรูป 3 1n+  เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ ผลการวิจยัพบว่า สมการไดโอแฟนไทนน์ีไ้ม่มีผลเฉลยส าหรบั , ,k x y  

และ z  ที่เป็นจ านวนเต็มที่ไม่เป็นลบ  
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