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บทคัดย่อ 

วัตถุประสงค์และที่มำ : ปัญหาในการแบ่งพิซซาให้บุคคลสองคนได้รับปริมาณที่ เท่ากันอย่างยุติธรรมเป็นหัวข้อที่                            
นักคณิตศาสตรใ์ห้ความสนใจมาอย่างยาวนาน น าไปสู่การศึกษาหลากหลายที่เก่ียวข้องกับรูปร่างเรขาคณิตต่าง ๆ และ
หลกัการทางเรขาคณิต เพื่อใหเ้กิดการแบ่งที่เท่าเทียมกนัไม่เพียงแต่ในดา้นพืน้ท่ี แต่ยงัรวมถึงความยาวของขอบ (หรือ crust) 
ดว้ย ในปี ค.ศ. 1994 Carter และ Wagon ไดแ้สดงให้เห็นว่าพิซซารูปวงกลมสามารถแบ่งออกเป็น 8 ชิน้เท่า ๆ กันโดยใช้
เสน้ตรง 4 เสน้ ที่ตดักัน ณ จุดใด ๆ โดยมมุที่เกิดขึน้ทัง้ 8 มมุมีขนาด 45 องศา ผลลพัธค์ือ หากแจกพิซซาที่ไดแ้บบสลบัชิน้กนั
ระหว่างสองคน จะท าใหแ้ต่ละคนไดร้บัปริมาณที่เท่ากันพอดี  ต่อมาในปี ค.ศ. 2015 Nicollier ไดข้ยายแนวคิดนีไ้ปยังพิซซา             
รูปสามเหล่ียมดา้นเท่า โดยใชเ้สน้แบ่ง 6 เสน้ ซึ่งประกอบดว้ย 3 เสน้ท่ีลากจากจดุภายในใด ๆ ไปยงัจดุยอดของรูปสามเหล่ียม 
และอีก 3 เสน้ที่ลากจากจุดเดียวกันไปตัง้ฉากกับดา้นของรูปสามเหล่ียม จากนัน้แบ่งพิซซาที่ไดแ้บบสลับกัน ท าใหแ้ต่ละคน
ไดร้บัทั้งพืน้ที่และความยาวขอบที่เท่ากัน ในปี ค.ศ. 2019 Embacher และ Humenberger ไดศ้ึกษาการแบ่งรูปสามเหล่ียม             
มมุแหลมหรือสามเหล่ียมดา้นไม่เท่า โดยใชจ้ดุภายในรูปสามเหล่ียมเป็นจุดเริ่มตน้ในการลากเสน้ แบ่งรูปสามเหล่ียมออกเป็น
รูปสามเหล่ียมย่อย 6 รูป สลบัการระบายสีขาว-ด า และพบว่า ผลรวมของพืน้ที่ของรูปสามเหล่ียมสีขาวจะเท่ากับผลรวมของ
พืน้ที่ของรูปสามเหล่ียมสีด า ก็ต่อเมื่อ จุดภายในนั้นอยู่บนเสน้โคง้ที่เรียกว่า Stammler hyperbola ซึ่งเป็นเสน้โคง้ที่ผ่านจุด
ศูนยก์ลางของวงกลมแนบใน (incenter) วงกลมลอ้ม (circumcenter) และวงกลมนอก (excenter) ของรูปสามเหล่ียม ต่อมา
ในปี ค.ศ. 2020 Humenberger ไดเ้นน้การศึกษาส าหรบัรูปสามเหล่ียมดา้นไม่เท่า โดยเสนอว่าการแบ่งครึ่งขอบจะเกิดขึน้ได ้
ถา้จุดแบ่งอยู่บนเสน้ตรงที่เชื่อมระหว่างจุดศูนยก์ลางของวงกลมแนบในและวงกลมลอ้ม ส่วนการแบ่ งครึ่งพืน้ที่ใหเ้ท่ากันนั้น
ตอ้งใชแ้นวคิดของ เสน้เชเวียน (Cevian) ซึ่งเป็นเสน้ตรงที่ลากจากจดุยอดของรูปสามเหล่ียมไปยงัดา้นตรงขา้มโดยตดักนัท่ีจดุ
ภายในจุดเดียวกัน และพบว่าการแบ่งครึ่งพืน้ที่อย่างเท่าเทียมจะเกิดขึน้ได้ ก็ต่อเมื่อ จุดตัดอยู่บนเส้นมัธยฐานของรูป
สามเหล่ียม จากพืน้ฐานดงักล่าว งานวิจยันีม้ีวตัถุประสงคเ์พื่อหา เงื่อนไขจ าเป็นและเพียงพอของจุดภายในรูปสามเหล่ียมที่      
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ท าใหเ้สน้เชเวียนทัง้สามจวบกนั ณ จดุนัน้ สามารถแบ่งทัง้พืน้ท่ีและเสน้รอบรูปของรูปสามเหล่ียมไดอ้ย่างเท่าเทียมกนั โดยเนน้
เฉพาะการใชเ้สน้เชเวียนเท่านัน้ ซึ่งเป็นขอ้จ ากดัทางเรขาคณิตที่เพิ่มความลกึในการวิเคราะห์ 
วิธีด ำเนินกำรวิจัย : ผูว้ิจยัเริ่มจากการตัง้ขอ้สนันิษฐานผ่านโปรแกรมเรขาคณิตพลวตั (GSP) ซึ่งช่วยใหส้ามารถส ารวจทาง
ภาพและตรวจสอบสมมติฐานไดอ้ย่างยืดหยุ่น จากนัน้จึงเขา้สู่กระบวนการพิสจูนเ์ชิงคณิตศาสตรอ์ย่างเคร่งครดั โดยใชท้ฤษฎี
บทเชวา (Ceva’s Theorem) เป็นหลกั ซึ่งใชเ้พื่อพิสจูนเ์งื่อนไขของการจวบกนัของเสน้เชเวียนภายในรูปสามเหล่ียม 
นิยามส าคญัที่ใชใ้นงานวิจยั ไดแ้ก่ : 

• เสน้เชเวียน (Cevian) คือเสน้ตรงที่ลากจากจดุยอดไปยงัดา้นตรงขา้มของรูปสามเหล่ียม 
• เสน้มธัยฐาน (Median) คือเสน้เชเวียนที่ตดัดา้นตรงขา้ม ณ จดุกึ่งกลาง 
• เสน้มธัยฐานหลกั (Main Median) คือเสน้มธัยฐานท่ีอยู่บนแกนสมมาตรของสามเหล่ียมหนา้จั่ว 
• จดุจวบของเสน้เชเวียน (Concurrent Point) คือจดุที่เสน้เชเวียนทัง้สามตดักนั 
• จดุเซนทรอยด ์(Centroid) คือจดุตดัของมธัยฐานทัง้สาม  

ผลกำรวิจัย : งานวิจยันีมุ้่งศึกษาถึงเงื่อนไขทางเรขาคณิตที่เก่ียวขอ้งกับจุดจวบของเสน้เชเวียนในรูปสามเหล่ียมที่ก าหนดที่     
ท าใหจุ้ดดงักล่าวมีสมบัติส าคญัสองประการ ไดแ้ก่ (1) การท าใหรู้ปสามเหล่ียมถูกแบ่งออกเป็น 6 ส่วนย่อยที่มีความส าคญั   
ทางเรขาคณิต และ (2) การท าหนา้ที่เป็นจุดที่สามารถแบ่งครึ่งทั้งพืน้ที่และเสน้รอบรูปของรูปสามเหล่ียมไดใ้นเวลาเดียวกัน 
ผลการวิจยัน าไปสู่การระบุเงื่อนไขทางเรขาคณิตที่มีความส าคญัพืน้ฐาน โดยสามารถสรุปเป็นทฤษฎีบทไดว้่า เงื่อนไขจ าเป็น
และเพียงพอของจดุจวบของเสน้เชเวียนที่จะท าใหเ้กิดสมบตัิการแบ่งครึง่ทั้งพืน้ท่ีและเสน้รอบรูปนัน้ มีลกัษณะดงันี:้ ส าหรบัรูป
สามเหล่ียมหนา้จั่ว จดุจวบตอ้งอยู่บนเสน้มธัยฐานหลกั ขณะที่ส าหรบัรูปสามเหล่ียมดา้นไม่เท่า จดุจวบดงักล่าวจะตอ้งเป็นจดุ
เซนทรอยดข์องรูปสามเหล่ียมเท่านัน้ ผลลพัธน์ีแ้สดงใหเ้ห็นถึงความแตกต่างระหว่างสามเหล่ียมที่มีความสมมาตร (isosceles) 
และสามเหล่ียมที่ไม่สมมาตร (scalene) รวมถึงชีใ้ห้เห็นถึงบทบาทส าคัญของจุดเซนทรอยดท์ี่มีเอกลักษณ์เฉพาะส าหรบั
สามเหล่ียมดา้นไม่เท่า ความถูกตอ้งของผลลัพธ์เหล่านีไ้ดร้บัการพิสูจนอ์ย่างเป็นระบบ โดยอาศัยการประยุกตใ์ชท้ฤษฎีบท
เชวา (Ceva’s theorem) ร่วมกับการใหเ้หตผุลเชิงสดัส่วนทัง้ในดา้นของพืน้ที่ย่อยภายในรูปสามเหล่ียมและความยาวของส่วน
ของเสน้ตรงที่เกิดจากการแบ่งโดยเสน้เชเวียน กรอบวิธีการดงักล่าวไม่เพียงแต่สรา้งความมั่นใจในความถูกตอ้งของขอ้พิสจูน ์
แต่ยังสะท้อนให้เห็นถึงความสัมพันธ์ระหว่างเงื่อนไขการเกิดจุดจวบแบบเชวา (Ceva-type concurrency) กับสมบัติการ               
แบ่งครึ่งพืน้ที่และเสน้รอบรูปของรูปสามเหล่ียม ผลการวิจัยครัง้นีจ้ึงถือเป็นการเพิ่มพูนความเขา้ใจเก่ียวกับเรขาคณิตของ
สามเหล่ียม โดยน าเสนอเงื่อนไขเชิงบูรณาการที่เชื่อมโยงสมบตัิการแบ่งสองประการไวภ้ายใตก้รอบแนวคิดของจุดจวบเพียง     
จดุเดียว  
สรุปผลกำรวิจัย : งานวิจยันีเ้ป็นการต่อยอดจากงานที่ผ่านมา (Humenberger, 2020) โดยรวมเกณฑค์วามเท่าเทียมกันทัง้    
ในดา้นของพืน้ที่และเสน้รอบรูปใหอ้ยู่ภายใตข้อ้จ ากัดทางเรขาคณิตเดียวกัน กล่าวคือการจวบกันของเสน้เชเวียน โดยพบว่า 
เงื่อนไขทางเรขาคณิตที่แม่นย าส าหรบัจุดภายในรูปสามเหล่ียมที่สามารถแบ่งพืน้ที่และ เสน้รอบรูปไดอ้ย่างเท่าเทียมโดยใช้
เสน้เชเวียนเท่านัน้ สรุปไดด้งันี ้: 
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• ส าหรบัสามเหล่ียมหนา้จั่ว: จดุจวบตอ้งอยู่บนเสน้มธัยฐานหลกั 
• ส าหรบัสามเหล่ียมดา้นไม่เท่า: จดุจวบตอ้งเป็นจดุเซนทรอยด ์

ผลลพัธน์ีช้่วยเพิ่มพนูความเขา้ใจดา้นการแบ่งอย่างเท่าเทียมในทางเรขาคณิต และสามารถน าไปใชใ้นการศึกษาคณิตศาสตร์
เพื่อเสรมิสรา้งแนวคิดเรื่องมธัยฐาน จดุศนูยก์ลาง และโครงสรา้งสามเหล่ียมไดอ้ย่างมีประสิทธิภาพ  
ค ำส ำคัญ  :  แบ่งครึง่พืน้ท่ี ; เชเวียน ; จดุจวบ ; แบ่งครึง่ขอบ ; การแบ่งอยา่งยตุิธรรม 
 

Abstract 
Background and Objectives : The problem of fairly dividing a pizza between two individuals such that both receive 
equal quantities has been a long-standing topic of mathematical interest. This has led to a range of studies involving 
various geometric shapes and principles to ensure equal division not only in terms of area but also in terms of 
boundary length (or crust). In 1994, Carter and Wagon demonstrated that a circular pizza could be equally divided 
into eight slices using four straight lines intersecting at any point, such that each of the resulting eight angles 
measures 45 degrees. This slicing method ensured each person received equal portions when slices were 
alternately distributed. Later in 2015, Nicollier extended this idea to equilateral triangular pizzas, introducing a 
division using six lines—three connecting an arbitrary interior point to the triangle’s vertices, and three drawn 
perpendicularly from that point to each side. By distributing these sections alternately, both individuals received 
equal areas and crust lengths. Further developments by Embacher and Humenberger in 2019 explored the division 
of acute or non-equilateral triangles into six smaller triangles from a chosen internal point. Their findings revealed 
that the area is equally divided when alternating regions are shaded black and white, but only if the point lies on 
the Stammler hyperbola—an important geometric curve containing the incenter, circumcenter, and excenter of the 
triangle. In 2020, Humenberger focused on unequal-sided triangular pizzas and proposed that crust bisection is 
guaranteed when the dividing point lies on a line connecting the incenter and circumcenter. For achieving area 
bisection, however, he utilized Cevians—line segments from each vertex to the opposite side intersecting at a 
common internal point—finding that equality in area occurs only if the intersection point lies along the triangle’s 
medians. Building upon this rich context, the current research aims to identify the necessary and sufficient 
conditions for a point within a triangle such that the Cevians intersecting at that point divide both the area and the 
perimeter of the triangle equally. While prior studies examined these two properties individually, this study focuses 
on their concurrent realization using only Cevians, which introduces a unique constraint that deepens the geometric 
inquiry.  
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Methodology : The investigation began with a conjecture formed through dynamic geometry software (GSP), 
which allowed for visual experimentation and hypothesis testing. Once a conjecture was formed, the authors 
pursued a rigorous mathematical proof using classical geometric theorems—chiefly, Ceva’s Theorem, which 
provides conditions for concurrency of Cevians in a triangle. 
Key definitions were employed for precision: 

• A Cevian is a line segment drawn from a vertex of a triangle to the opposite side. 
• A median is a Cevian that intersects the opposite side at its midpoint. 
• The main median refers to the median corresponding to the triangle’s axis of symmetry in an isosceles 

triangle. 
• A point of Cevian concurrency is called a concurrent point. 
• A centroid is the common point of intersection of all three medians of a triangle. 

Main Results :  This research focuses on investigating the geometric conditions associated with the concurrency 
point of Cevians in a given triangle that simultaneously induces two notable properties: first, that the concurrency 
point partitions the triangle into six smaller subregions of equal geometric relevance; and second, that this point 
serves as both an area-bisecting and a perimeter-bisecting point of the triangle. The findings of the study lead to 
the identification of a fundamental geometric characterization. The necessary and sufficient condition for the 
concurrency point of the Cevians to possess both the area-bisecting and the perimeter-bisecting properties can be 
precisely formulated as follows: in the case of an isosceles triangle, the concurrency point must lie on the main 
median, whereas in the case of a scalene triangle, the concurrency point must coincide with the centroid of the 
triangle. These conclusions establish a clear distinction between symmetric and asymmetric triangular 
configurations and highlight the unique and significant role of the centroid in a scalene triangle. The validity of these 
results has been rigorously established through proofs constructed by employing Ceva’s theorem, in conjunction 
with proportional reasoning concerning both triangular areas and the segment lengths determined by the Cevians. 
This methodological framework not only ensures the logical soundness of the arguments but also demonstrates the 
deep interrelationship between classical Ceva-type concurrency conditions and the division properties of both the 
area and the perimeter of triangles. The outcomes of this investigation contribute to the broader understanding of 
triangle geometry by providing a comprehensive condition that unifies two fundamental partitioning properties within 
a single concurrency framework.  
Conclusions :  The study offers a nuanced extension to prior works (Humenberger, 2020) by merging two types of 
fairness criteria (area and boundary) under a single geometric constraint—the concurrency of Cevians. In summary, 
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the research contributes a precise characterization of geometric conditions under which a triangle can be equally 
divided—both in area and crust—via intersecting Cevians. The central conclusion is that: 

• For isosceles triangles, the point of concurrency must lie on the main median. 
• For scalene triangles, the point must be the centroid. 
This result advances our understanding of fair division in geometric terms, with potential applications not 

only in recreational mathematics (e.g., pizza problems) but also in educational settings where concepts like 
medians, centroids, and Cevians are introduced. 
Keywords :  area-bisecting ; Cevian ; concurrent point ; crust-bisecting ; fair division 
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Introduction 
ปัญหาการแบ่งพิซซาใหค้นสองคนโดยที่ทัง้สองไดร้บัปริมาณเท่ากัน เป็นหวัขอ้ที่นกัคณิตศาสตรใ์หค้วามสนใจและ    

ไดศ้ึกษาอย่างต่อเนื่อง ตวัอย่างเช่น ในปี ค.ศ. 1994 Carter และ Wagon ไดน้ าเสนอวิธีการแบ่งพิซซาทรงกลมออกเป็น 8 ชิน้ 
โดยใชเ้สน้ตรง 4 เสน้ที่ท  ามมุต่อกันเท่า ๆ กัน (45 องศา) จากจุดใด ๆ ภายในพิซซา และเมื่อแจกชิน้พิซซาแบบสลบักันให้คน
สองคน จะท าใหท้ั้งสองไดร้บัพิซซาในปริมาณเท่ากัน  ต่อมาในปี ค.ศ. 2015 Nicollier ไดเ้สนอวิธีแบ่งพิซซารูปสามเหล่ียม              
ดา้นเท่าออกเป็น 6 ส่วน โดยใชเ้สน้ตรง 3 เสน้ จากจุดภายในไปยงัจดุยอดของสามเหล่ียม และอีก 3 เสน้จากจดุนัน้ไปตัง้ฉาก
กับดา้นของสามเหล่ียม เมื่อแจกพิซซาที่ไดใ้หส้องคนแบบสลับกัน จะไดว้่าทัง้สองไดร้บัทัง้ปริมาณพิซซาและความยาวขอบ 
(crust) เท่ากัน  ในปี ค.ศ. 2019 Embacher และ Humenberger ได้ศึกษาการแบ่งพิซซารูปสามเหล่ียมมุมแหลมหรือ
สามเหล่ียมดา้นไม่เท่า โดยแสดงใหเ้ห็นว่า หากลากเสน้จากจดุ P  ที่อยู่ภายในรูปสามเหล่ียมไปยงัจดุยอดทัง้สาม และลากไป
ตัง้ฉากกับแต่ละดา้นของรูปสามเหล่ียม จะเกิดรูปสามเหล่ียมย่อย 6 รูป และเมื่อสลับระบายสีด า-ขาว จะไดว้่าผลรวมพืน้ที่               
สีขาวและสีด าเท่ากันก็ต่อเมื่อจุด  P  อยู่บนเส้นไฮเพอร์โบลาซึ่งมีชื่อว่า  Stammler hyperbola ซึ่งเป็นเส้นโค้งที่ผ่านจุด
ศนูยก์ลางของวงกลมแนบใน วงกลมลอ้ม และวงกลมนอกของรูปสามเหล่ียม 

ล่าสดุในปี ค.ศ. 2020 Humenberger ไดข้ยายผลการศกึษาไปยงัสามเหล่ียมดา้นไม่เทา่ โดยแสดงวา่ 
• เงื่อนไขในการแบ่งครึง่เสน้รอบรูป คือจดุ P  ตอ้งอยู่บนเสน้ตรงที่เชื่อมระหว่างจดุศนูยก์ลางของวงกลมแนบในและ

วงกลมลอ้ม 
• ส่วนการแบ่งครึ่งพืน้ที่ใชเ้สน้เชเวียน (Cevians) ที่ลากจากจุดยอดแต่ละจุดไปยงัดา้นตรงขา้มผ่านจุด P  ซึ่งจะได้

ผลลพัธเ์ฉพาะเมื่อจดุ P อยู่บนเสน้มธัยฐานของสามเหล่ียมเท่านัน้ 
จากแนวคิดขา้งตน้ การแบ่งครึ่งเสน้รอบรูปจะพิจารณาภายใตเ้งื่อนไขของเสน้ตัง้ฉาก ส่วนการแบ่งครึ่งพืน้ที่จะ

พิจารณาภายใตเ้งื่อนไขของเสน้เชเวียน งานวิจยันีม้ีจุดมุ่งหมายเพื่อศึกษาเงื่อนไขจ าเป็นและเพียงพอของจุด  P  ภายในรูป
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สามเหล่ียมใด ๆ ที่ท  าใหเ้สน้เชเวียนทัง้สามจวบกัน ณ จุดนัน้ สามารถแบ่งทัง้พืน้ที่และเสน้รอบรูปของรูปสามเหล่ียมออกเป็น
สองส่วนที่เท่ากนัได ้โดยมุ่งเนน้การวิเคราะหก์รณีทั่วไปของรูปสามเหล่ียม และหาหลกัเกณฑเ์ชิงเรขาคณิตที่ใชก้ าหนดต าแหนง่
ของจดุ P ที่เหมาะสม 
 

Methodology 
เพื่อความสะดวกของการเขียนบทความนี ้ผูเ้ขียนจะใชส้ัญลักษณ ์ XY  เพียงสัญลกัษณเ์ดียวในการกล่าวถึงส่วน

ของเสน้ตรง  ( )XY XY  เสน้ตรง  ( )XY XY  และขนาดของ  ( )XY XY  โดยใหผู้อ้่านพิจารณาความหมายตามแต่ละ

บรบิทนัน้ ๆ  

ส าหรบัการหาเงื่อนไขที่จ  าเป็นและเพียงพอของจดุจวบ P  เราจะอาศยับทนิยามและทฤษฎีบทต่อไปนี ้

บทนิยำมที ่1   ก าหนดให ้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมใด ๆ  D  เป็นจดุบน  BC  

(1) เราจะเรียก AD  ว่าเสน้เชเวียน 

(2) ถา้ D  เป็นจดุกึ่งกลาง BC  จะเรียก AD  ว่าเสน้มธัยฐาน 

(3) ถา้ AD  เป็นเสน้มธัยฐาน และ AB AC=   จะเรียก AD  ว่าเสน้มธัยฐานหลกั 

บทนิยำมที ่ 2   ก าหนดให ้P  เป็นจดุภายในรูปสามเหล่ียม เราจะกล่าววา่ P  เป็นจดุจวบของเสน้เชเวียน ก็ต่อเมื่อ P  เป็น

จดุตดัรว่มของเสน้เชเวียนทัง้สามของรูปสามเหล่ียม 

 
Figure 1   Point P  is the point of concurrency of the Cevians , ,AD BE  and CF  

 

บทนิยำมที ่3   จดุตดัของเสน้มธัยฐาน เรียกวา่ จดุเซนทรอยด ์(centroid)  
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ทฤษฎีบทที ่ 4   ทฤษฎีบทเชวา (Ceva’s Theorem) (Posamentier, 1984) 

ก าหนดให ้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมใด ๆ ซึ่งมีจดุ ,D E  และ F  อยู่บนดา้น ,BC AC  และ AB   ตามล าดบั 

,AD BE  และ CF  ตดัที่จดุเดยีวกนั ก็ต่อเมื่อ    1
AF BD CE

FB DC EA
  =  

 เพื่อใหผู้อ้่านมีความเขา้ใจตรงกนัเก่ียวกบัสมบตัิแบง่ครึง่พืน้ท่ีและแบ่งครึง่เสน้รอบรูปของรูปสามเหล่ียม เราจะ

ก าหนดนิยามดงันี ้

บทนิยำมที ่5   ก าหนดให ้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมใด ๆ และจดุ P  เป็นจดุภายในรูปสามเหล่ียม เมื่อลากส่วนของ

เสน้ตรงจากจดุ P  ไปตดั ,AB BC  และ AC  ที่จดุ ,F D  และ E   ตามล าดบั แลว้ เราจะกล่าวว่า   

 (1)  จดุ P  มีสมบตัิแบ่งครึง่พืน้ท่ี ถา้ 

             AFP BDP CEP BFP CDP AEP+ + = + +  

 (2)  จดุ P  มีสมบตัิแบ่งครึง่เสน้รอบรูป ถา้  

  AF BD CE BF CD AE+ + = + +  

โดยที่  •  แทน พืน้ท่ีของรูปสามเหล่ียม •  

 

     

Figure 2  Division of a triangle into six regions—(left) by using perpendicular lines to the sides,  

 and (right) by using Cevians 
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 ในปี 2020 Humenberger ไดศ้ึกษาเงื่อนไขจ าเป็นและเพียงพอของจุด P  ที่เกิดจากการจวบกันของเสน้เชเวียน                

ที่ท  าใหจ้ดุ P  มีสมบตัิแบ่งครึง่พืน้ท่ี ดงัทฤษฎีบทต่อไปนี ้

ทฤษฎีบทที่ 6   (Humenberger, 2020) ก าหนดให ้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมใด ๆ ซึ่งมี P  เป็นจุดจวบของเสน้เชเวียน        

จะไดว้่า จดุ P  มีสมบตัิแบ่งครึง่พืน้ท่ี ก็ต่อเมื่อ จดุ P  อยู่บนเสน้มธัยฐาน   

 เราพบว่า Humenberger กล่าวเพียงการแบ่งครึง่พืน้ท่ี จึงเป็นท่ีน่าสนใจว่า หากตอ้งการทัง้การแบ่งครึง่พืน้ท่ีและการ

แบ่งครึง่เสน้รอบรูปนัน้ เงื่อนไขของจดุ P  จะเป็นอย่างไร 
 
Results   
 ในหวัขอ้นี ้เราจะหาเงื่อนไขจ าเป็นและเพียงพอของจดุจวบ P  ของเสน้เชเวียนที่ท  าใหจุ้ด P  มีสมบตัิแบ่งครึ่งพืน้ท่ี
และแบ่งครึง่เสน้รอบรูป  ดงันี ้
ทฤษฎีบทที ่7   ก าหนดให ้P  เป็นจดุจวบของเสน้เชเวียนของรูป ABC  จะไดว้่าจดุ P  มีสมบตัิแบ่งครึง่พืน้ท่ีและแบง่ครึง่

เสน้รอบรูป ก็ต่อเมื่อ จดุ P  อยู่บนเสน้มธัยฐานหลกั หรือ จดุ P  เป็นจดุเซนทรอยด ์ 

พิสูจน ์ ( ) ก าหนดใหเ้สน้เชเวียน ,AD BE และ CF  ของรูป ABC จวบกันที่จดุ P และจุด P  มีสมบตัิแบ่งครึง่พืน้ท่ี

และแบ่งครึ่งเสน้รอบรูป ดงันัน้ โดยทฤษฎีบทที่ 6  จะไดว้่าจดุ P  อยู่บนเสน้มธัยฐาน โดยไม่เสียนยัทั่วไป สมมติให ้ P  อยู่บน

เสน้มธัยฐาน AD  ดงั Figure 3 

 

Figure 3   Point P  lies on the median AD  

 

 



 

                                      วารสารวิทยาศาสตรบ์รูพา ปีที่ 30 (ฉบบัที่ 3)  กนัยายน  –  ธันวาคม  พ.ศ. 2568 
                               BURAPHA SCIENCE JOURNAL Volume 30 (No.3)  September  – December   2025                             บทความวิจยั 
 

 

 

 

 825 
 

ดงันัน้ จะได ้ BD DC=  

เนื่องจากจดุ P  มีสมบตัิแบ่งครึง่เสน้รอบรูป และ  BD DC=  จะได ้

AF CE FB EA+ = +      (1) 

เนื่องจาก P  เป็นจดุจวบของเสน้เชเวียน โดยทฤษฎีบทที่ 4 และ BD DC=  จะได ้

  1
AF CE

FB EA
 =  

ดงันัน้  
AF FB

k
AE EC

= =    ส าหรบับางค่าคงที่ 0k   

ซึ่งท าใหไ้ดว้า่ 

AF k AE=     และ   FB k EC=      (2) 

จาก (1) และ (2)  จะไดว้า่ 

( 1) ( 1)k AE k EC− = −        (3) 

กรณี  1k =  

จาก (2) จะได ้ AF AE=    และ   FB EC=  

จะได ้ AB AF FB AE EC AC= + = + =  ดงันัน้  AB AC=  

นั่นคือ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมหนา้จั่ว  ดงันัน้ AD  เป็นเสน้มธัยฐานหลกั 

เพราะฉะนัน้ จดุ P  อยู่บนเสน้มธัยฐานหลกั 

กรณี  1k   

จาก (3) และ 1 0k −    จะได ้    AE EC=  

ดงันัน้ BE  เป็นเสน้มธัยฐาน 

โดยนิยามที่ 3  จะได ้ P  เป็นจดุเซนทรอยดข์อง ABC    
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( ) ก าหนดใหจุ้ด P อยู่บนเสน้มัธยฐานหลัก หรือ จุด P  เป็นจุดเซนทรอยด ์โดยบทนิยามของเสน้มัธยฐานหลักและจุด 

เซนทรอยด ์จะไดว้่า จุด P อยู่บนเสน้มธัยฐาน และโดยทฤษฎีบทที่ 6 จะไดว้่า จุด P  มีสมบตัิแบ่งครึ่งพืน้ที่ต่อไปจะแสดงว่า 

จดุ P  มีสมบตัิแบ่งครึง่เสน้รอบรูป 

กรณีจดุ P  เป็นจดุเซนทรอยด ์โดยบทนิยามของจดุเซนทรอยดจ์ะเหน็ไดอ้ย่างชดัเจนวา่จดุ P  มีสมบตัิแบ่งครึง่เสน้รอบรูป 

กรณีจุด P  อยู่บนเสน้มัธยฐานหลัก โดยไม่เสียนัยทั่วไป ให ้ AD เป็นเสน้มัธยฐานหลัก จะได ้ AB AC=  ลาก BP และ 

CP  พ บ  AC แ ล ะ  AB  ที่ จุ ด  E แ ล ะ  F  ต า ม ล า ดั บ  จ ะ ไ ด้  ,  BDP CDP CEP BFP      แ ล ะ 

AFP AEP    ดงันัน้ ,  BD CD CE BF= = และ AF AE=  นั่นคือ BD CE AF CD BF AE+ + = + +  

 

ข้อสังเกต จากทฤษฎีบทที่ 7 จะไดว้่า เงื่อนไขจ าเป็นและเพยีงพอของจดุ P  เป็นดงันี ้ 

 (1) จดุ P  จะตอ้งอยู่บนเสน้มธัยฐานหลกัเท่านัน้ เมื่อรูปสามเหล่ียมที่ก าหนดใหเ้ป็นรูปสามเหล่ียมหนา้จั่ว 

 (2) จดุ P  จะตอ้งเป็นจดุเซนทรอยดเ์ท่านัน้ เมื่อรูปสามเหล่ียมที่ก าหนดใหไ้ม่เป็นรูปสามเหล่ียมหนา้จั่ว 

 

Discussion 
 ในงานของ Humenberger (2020) พบว่า จุด P  มีสมบัติแบ่งครึ่งพืน้ที่ ก็ต่อเมื่อ จุด P  ตอ้งอยู่บนเสน้มัธยฐาน
เท่านัน้ เมื่อเราพิจารณาทัง้สมบตัิแบ่งครึ่งพืน้ท่ีและแบ่งครึ่งเสน้รอบรูป เราพบว่า จุด P  จะมีสมบตัิแบ่งครึง่พืน้ที่และแบ่งครึง่
เสน้รอบรูป ก็ต่อเมื่อ จดุ P  อยู่บนเสน้มธัยฐานหลกั หรือ จดุ P  เป็นจดุเซนทรอยดเ์ท่านัน้ 
 
Conclusions 

ในงานวิจัยนี ้เราใชเ้สน้เชเวียนในการแบ่งครึ่งพืน้ที่และแบ่งครึ่ง เสน้รอบรูปของรูปสามเหล่ียม โดยพบว่า เงื่อนไข
จ าเป็นและเพียงพอของจุดจวบ P  ที่ท าใหจุ้ด P  มีสมบัติแบ่งครึ่งพืน้ที่และแบ่งครึ่งเสน้รอบรูป คือ จุด P  ตอ้งอยู่บนเสน้ 
มธัยฐานหลกัหรือเป็นจดุเซนทรอยด ์ 

เมื่อเราพิจารณาบนรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ เงื่อนไขของจุด P  บนรูปส่ีเหล่ียมจะมีความซบัซอ้นมากขึน้ การพิจารณาว่า
เงื่อนไขใดของจดุ P  ที่ท  าใหจ้ดุ P  นีม้ีสมบตัิแบ่งครึง่พืน้ท่ี หรือ แบ่งครึง่เสน้รอบรูปจะมีความทา้ทายน่าสนใจมากขึน้ 
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